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Resumen En este articulo presentamos el método de dominio coloreado para representar funciones
complejas y damos algunas sugerencias didacticas para su uso en el estudio y andlisis de
variable compleja. Asimismo, mostramos cémo se puede implementar facilmente este
método con el programa GeoGebra, el cual cuenta con el potencial de graficar usando
colores dindmicos y ademas con el algebra de nimeros complejos.

Palabras clave Variable compleja, dominio coloreado, GeoGebra, visualizacién

Title Representation of complex functions with GeoGebra using the method domain
coloring
Abstract In this article we present the method called domain coloring to represent complex

functions and provide some didactic suggestions for its use in the study and analysis of
complex analysis. We also show how this method can be easily implemented with the
software GeoGebra, which has both the potential to graph using dynamic colors and the
algebra of complex numbers.

Keywords Complex variable, domain coloring, GeoGebra, visualization

1. Introduccidn

GeoGebra es un programa especificamente creado como ayuda al aprendizaje y ensefianza de
las Matematicas. Inicialmente fue disefiado para facilitar la observacién de las construcciones y
propiedades de los objetos de geometria elemental y analitica en los niveles secundarios, pero hoy dia
es un indiscutido referente mundial como magnifica herramienta para el estudio y exploraciéon de
muchos objetos matematicos en diversos niveles educativos, ya sea por parte de alumnos como de
profesores e investigadores. En este articulo nos centraremos en cémo podemos aprovechar la
combinacion de las propiedades Rastro y Color Dindmico de dicho programa para graficar funciones
de variable compleja usando el método de dominio coloreado.

Asumimos que el lector est& familiarizado con los conceptos bésicos de variable compleja (para

consulta recomendamos los libros de Marsden & Hoffman 1987 y Ablowits & Fokas 2003) y con el
uso basico del programa GeoGebra.
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Para el lector interesado, los materiales de GeoGebra utilizados en este articulo estan
disponibles en el siguiente enlace: https://ggbm.at/DdncMp6t

2. Visualizacién de funciones complejas

Es facil visualizar graficamente una funcion g: R — R de una variable real. Para visualizar
g(x), podemos trazar x en el eje horizontal e y = g(x) en el eje vertical, como aprendemos en las
matematicas de la escuela secundaria. Sin embargo, es mas dificil visualizar la funciéon f:C — C,
porque f es una funcion de variable compleja. Sabemos que un numero complejo z = x + iy tiene
asociado un punto de coordenadas (x, y), de modo que existe una correspondencia entre C y los puntos
del plano. Asi, una funcion compleja puede ser vista como una funcién f: R? - R?, y por lo tanto la
grafica de una funcién compleja vive en un espacio de 4 dimensiones. El problema aqui es que
nuestros sentidos perciben solamente tres dimensiones espaciales. Sin embargo, existe una manera de
superar esta limitacion usando el método de dominio coloreado. La idea béasica es usar colores y
luminosidad o sombras, como dimensiones adicionales para visualizar funciones complejas en el
plano.

Existen diversos métodos de coloracidn bidimensional, los cuales se han usado por varias
décadas para representar funciones de variables reales (Crone s.f., Lundmark, 2004). Solo hasta
finales de la década de los 80 se comenzaron a desarrollar y a usar métodos de coloraciéon para
funciones complejas. Fue hasta finales de los afios 90 que estos métodos comenzaron a popularizarse
gracias a Frank Farris (1998), quien escribi6 una resefia del libro Visual Complex Analysis (Analisis
Complejo Visual) escrito por Tristan Needham (1997). De hecho fue Farris (1997) quien acufié el
término dominio coloreado (una traduccion del término inglés: domain coloring).

2.1. Dominio coloreado estandar: Esquema HSL

Para visualizar nimeros complejos se puede usar una funcién color que asocia a cada nimero
complejo un color determinado. EI plano complejo puede visualizarse como una paleta de colores
construida a partir del sistema HSL (del inglés Hue, Saturation, Lightness — Matiz, Saturacion,
Luminosidad).

En el plano complejo coloreado, el matiz representa el argumento del nimero complejoz y la
luminosidad representa el valor mddulo|z|. Recordemos que un nimero complejo se puede representar
en forma polar z = re'® donde r = \/x2 + y2 denota el modulo y 6 el argumento (o fase), también
denotado por arg(z).

El argumento de z es una funcién multivaluada, por lo tanto para hacer arg(z) un nimero bien
definido, restringiremos su valor al intervalo [0,21). Esta eleccion es Ilamada valor principal del
argumento y se denota por Arg(z). Cabe aclarar que no existe una convencién general acerca de la
definicion del valor principal, en algunos casos se toma el valor en el intervalo (—m, 7].

La Figura 1 muestra el plano complejo coloreado usando el esquema HSL definido por las
ecuaciones siguientes:

H= Arg(z), S=1, L=\/x? + y?
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Figura 1. El plano complejo coloreado con el esquema HSL.

Podemos apreciar en la Figura 1 que los colores primarios aparecen en los angulos 0, 21t/3, y
4m/3, correspondientes al rojo, verde y azul. Con este c6digo los nimeros reales positivos son rojos.
También se puede apreciar que el nimero complejo z = 0 es negro, y por tanto, losceros de una
funcién compleja {z|f (z) = 0} seran negros. Al punto del infinito se le asociaria de manera intuitiva
el blanco, y por lo tanto, a los polos (o singularidades: valores donde f no esta definida) de la funcién
se les asocia el color blanco.

Ahora, si consideramos a la funcion compleja como una transformacion, podemos observar
como se transforma el plano complejo coloreado. El resultado (rango) de esta transformacion es muy
interesante para analizar. Por ejemplo, la Figura 2 muestra el comportamiento de la funcion f(z) =
1/z conocida como la inversion. En esta imagen podemos apreciar un polo (color blanco en el centro)
z = 0. Ademas podemos observar como actla la inversion: los puntos cercanos al cero se van hacia el
infinito (esto es, los puntos con poca luminosidad se desplazan al origen) y los puntos muy lejanos se
acercan al cero (es decir, los puntos con mucha luminosidad se van hacia infinito).

Figura 2. La funcion f(z)=1/z.

Por otra parte, la Figura 3 muestra la funcion f(z) = z'/?, la cual es una funcién multivaluada,
y por tanto para que sea funcién bien definida se ha fijado la rama principal, la cual corresponde al
argumento (—m, ]. En este caso también podemos observar un cero (color negro) en z = 0.
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Figura 3. La funcién f(z)=z"%

Dominio coloreado con GeoGebra

En la literatura y en internet se pueden encontrar una gran cantidad de algoritmos de diversos
programas de matematicas o de programacion, como Mathematica, JavaScript, MATLAB o Python,
por mencionar algunos, para crear imagenes como las mostradas en las Figuras 1, 2 y 3 (ver por
ejemplo Crone (s.f.); Farris 1997; Lundmark2004; Ponce Campuzano 2018; Wegert 2010, 2012 y
Wikipedia: Domain coloring). Sin embargo, la mayoria de las fuentes se encuentran en inglés. Existen
pocos trabajos en espafiol, como el de Losada Liste (2014) quien utiliza el potencial del rastro y el
color dindmico de GeoGebra para realizar diversos tipos de graficas, en particular introduce una
variante del método de dominio coloreado para graficar e investigar fractales, como el conjunto de
Mandelbrot. Otra referencia, en portugués, es el trabajo de Breda, Trocado, A. & Santos (2013),
quienes utilizan el método de dominio coloreado con GeoGebra con el esquema de coloracion HSL
para la visualizacion y estudio de funciones complejas, aunque no especifican exactamente el método
0 las ecuaciones que usaron para crear las imagenes.

A continuacién mostraremos como se puede implementar de manera sencilla el método estandar
de dominio coloreado con GeoGebra (Clasico version 5.0.426) para obtener las imagenes de la seccion
anterior. Para facilitar la implementacion, comenzaremos coloreando un solo punto de la siguiente
manera:

1. Dominio: Creamos un punto cualquiera A en la Vista Grafica con la herramienta

A
predeterminada Punto: ® .
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Con el boton derecho del ratén, abrimos la ventana de Propiedades del punto A:

A
L]

Punto A(-1.74, 3.28)
Coordenadas polares
v “. Objeto visible
+ A Etiqueta visible
# Rastro

Renombra
;4 Borrar

Elegimos la pestafia de Algebra y seleccionamos NGmero complejo:

Basico Color Estilo podleies] Avanzado  »

Coordenadas: v Coordenadas cartesianas i
Coordenadas polares

Incremento: Numero complejo

Coordenadas cartesianas 3D
Coordenadas esféricas

2. Rango: Ahora, para aplicar una funcién compleja f al punto A, definimos el punto Z con
operaciones elementales (suma, resta, multiplicacion, division, etc.) que dependa de A. Por
ejemplo, para la funcion f(z)= 2%, escribimos en la barra de entrada Z=A"2:

“*

Entrada:| Z=AA2)| %

La Tabla 1 muestra méas ejemplos.

Funcion | Definicion
f(z) de Z
z A
"2 A2
N1/2) AN1/2)
1/z 1A
log(2) log(A)

Tabla 1. Ejemplos de funciones complejas y la definicion de Z.

Observacion: Afortunadamente GeoGebra cuenta con el algebra bésica para numeros
complejos. Incluso el programa permite operar con la constante imaginaria i = v—1. Si, por
ejemplo, se desea graficar la funcion f(z)=(z-i)/(z+i), entonces se debe introducir el simbolo
predefinido en GeoGebra como se muestra a continuacion:

Entrada:| 7=(A-1)/(A+ L)
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En este caso se debe dar clic en la letra griega « (alpha), a la derecha de la barra de entrada
y seleccionamos la constante imaginaria:

a(Bly| O | e|Tin|B | k|AluY
Elplo| T |w|d|x /g wlA
N s ¢ | Q|lw|@ |+|<|=
- “'l_"|_EgC.dz
3 l'.Ine «|» | €

3. Esquema HSL: Definimos ahora las funciones que determinan el esquema de color HSL
como sigue:

H(x, y) = (n -atan2(y,-x)) / (2m)
S(x,y)=1
L(x, y) =2/ (1 + exp(-sqrt(x"2 + y*2))) - 1

Estas apareceran en la Vista Algebraica como se muestra a continuacion (el orden de
presentacion puede diferir).

~ Vista Algebraica X
Bl

® H(x.y) = T —ata2n2_(y._ —x)

® S(x,y) =1 “

® L(x,y) = 2 1

1+ e vx+y

Observacidon: Notemos que estads expresiones son diferentes a las mencionadas en la
seccion anterior. Los valores predeterminados de H, S y L en GeoGebra varian de 0 a 1.
Para x,y numeros reales, tenemos que —m < arctan2(y,x) < m (arctan2(y,x) es una
funcion predeterminada en GeoGebra). En este caso, tenemos que 0 <H(x,y) <1, para
cualquier valor real x, y. Para el caso de la luminosidad tomamos modulo z=sqrt(x"2 + y"2)
y lo evaluamos en la funcién

f&) =

1+e*

Esta funciéon permite realizar la transicion de los colores blanco y negro de manera
uniforme, lo cual permite visualizarlos facilmente. Sin embargo, se puede utilizar cualquier
otro tipo de funcion real cuyo rango sea el intervalo [0,1].

4. Color dindmico: Definimos el color dindmico para el punto A. Con el botdén derecho,
abrimos nuevamente la ventana de Propiedades del punto A. Accedemos a la pestafia
Avanzado para cambiar en la seccion de Colores Dinamicos a HSL y definimos los valores
correspondientes usando las funciones anteriores evaluadas en el punto Z. Es decir:
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Matiz: H(x(2), y(2))
Saturacion: S(x(2), y(2))
Luminosidad: L(x(Z), y(2))

Basico Color Estilo Algebra

Condicion para mostrar el objeto

Colores dindmicos
Matiz: H(x(Z), y(Z))
Saturacién: S(x(Z), y(Z))
Luminosidad: L(x(Z), y(Z))

HSL P X

5. Rastro: Finalmente activamos el rastro del punto A dando clic con el botén derecho:

| Numero complejo A-0.94 - 1.841
+ . Objeto visible
+ A Etiqueta visible

‘ [*s| Renombra
| 4 Borrar

.2 Propiedades ...

Con esta construccién, al mover el punto A, podemos crear una imagen como se muestra en la
Figura 4 para el caso de la funcion f(z)=z.

Figura 4. El rastro del punto A mostrando la funcion f(z)=z.

Por supuesto, colorear todo el plano con un solo punto puede ser muy tedioso, asi que
necesitaremos crear mas puntos para facilitarnos el trabajo. Para este proposito usaremos la hoja de
calculo integrada en GeoGebra y como base la construccion anterior para colorear un solo punto, es
decir, comenzaremos definiendo un punto complejo A = 1 +i y usaremos las funciones H(X,y), S(X,y),
L(x,y) descritas anteriormente.
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1. Abrimos la Hoja de Calculo de GeoGebra y definimos las siguientes entradas:

Al=1

A2=Al1+1

Bl =x(A) +1* (y(A) + A1/100)
Cl=1/B1

D1 = H(x(C1), y(C1))

E1l = S(x(C1), y(C1))
F1=L(x(C1), y(C1))

Donde i es la constante imaginaria predefinida en GeoGebra. En este caso graficaremos la
funcidn f(z)=1/z, la cual se define por medio de la expresién C1 = 1/B1.

La siguiente imagen muestra los valores de cada entrada para A=1-+i:

~ Hoja de Célculo

LB T EEIEI[E]i(E-

Al 8 | c¢ [ b | E| F|
1 1 1+ 1.01{ 0.5-0.5( 0.87 1 0.34
2 2

Seleccionamos la casilla A2 y arrastramos hacia abajo resaltado hasta la casilla A100para
crear una sucesién de nameros enteros del 1 al 100 en la columna A. La imagen siguiente
muestra hasta la casilla A10.

A
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7 7
8 8
9 9
10 10

3. De igual forma, seleccionamos y arrastramos simultdneamente hasta el reglon 100 las
casillas B1, C1, D1, E1y F1 para crear las columnas B, C,DE y F.

A B | ¢ | b | E| F
1 1[ 1+1.01C 05-05( 087 1 034
2 2| 1+1.02( 0.49-05( 0.87 1 034
3 3| 1+1.03( 049-05( 0.87 1 033
4 4| 1+1.04( 0.48-0.5( 0.87 1 033
5 5| 1+1.05( 0.48-05( 0.87 1 033
6 6| 1+ 1.06( 0.47-0.5( 0.87 1 033
7 7| 1+1.070 047-05( 087 1 033
8 8| 1+1.080 0.46-05( 0.87 1 033
9 9| 1+ 1.09( 0.46-0.5( 0.87 1 033
10 10 1+11i 0.45-0.5( 0.87 1032

92 | Vol. 101 *julio de 2019
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4. Para implementar el esquema de coloracion HSL, seleccionamos la entrada B1 y con el
botdn derecho accedemos a la ventana de Propiedades en la pestafia de Avanzado.

A8 ] c [ o | e F|
1 1| el nc._ncil ngy 1 nz24
2 2] 1 Niamero complejo B11 + 1.01i
3 3| 1
4 4 1 Copiar
s 51 Pega
Corta
6 6 1 7 Borrar
7 7| 1
Crea
8 8 1
9 g 1 v * Objetovisible
10 10 VA Etiq.ueta \risible. .
11 Registro en Hoja de Célculo
12 % Propiedades ...

Elegimos el esquema HSL e introducimos los siguientes valores:
Matiz: D1, Saturacién: E1, Luminosidad: F1.

<« Algebra [JUACTFZCER Programa de guion (scripting)

Condicién para mostrar el objeto

Colores dinamicos

Matiz: D1

Saturacion: E1

uminosidad: F1 o

HSL B x

5. Para aplicar los cambios a toda la columna B, debemos seleccionar y arrastrar hacia abajo
hasta B100. La imagen siguiente muestra hasta B10.

B
0 + 1.01(
0 + 1.02(
0 + 1.03(
0 + 1.04(
0 + 1.05(
0 + 1.06(
0 + 1.07(
0 + 1.08(
0 + 1.09(
0+ 1.1(

6. Finalmente activamos el rastro de cada punto definido en la columna B. Para ello
seleccionamos toda la columna B y abrimos la ventana de Propiedades en la pestafia
Bésico para activar la casilla Mostrar el Rastro.
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[EEle Color  Estilo  Algebra Avanzado

Objeto visible

Etiqueta visible: = Nombre o

Mostrar el rastro

Observacién: Para mejorar la resolucion de la imagen dibujada por el rastro, es
recomendable cambiar el tamafio de los puntos de la columna B al valor 1, en la pestafa
Estilo.

Béasico Color ETUCEN Algebra Avanzado

Tamafo del punto

1 3 5 7 9

La construccion anterior permite crear un conjunto de puntos complejos (columna B)
dependientes del punto A, los cuales definen una especie de escaner. Si movemos lentamente el punto
A podemos observar que la traza dibuja la funcién compleja f(z)=1/z (esto es, C1=1/B1), como se
muestra en la Figura 5.

Figura 5. Traza del escaner para la funcién f(z)= 1/z.

Una vez implementado el método de dominio coloreado en GeoGebra podemos explorar una
gran variedad de funciones complejas como por ejemplo f(z)=z+1/z o f(z)=z°+1. Para estos casos,
debemos definir apropiadamente el valor de C1, algunas opciones se muestran en la siguiente tabla.

Funcion | Definicion
f(z) de C1
z+1/z B1+1/B1
z76+1 B1M6+1
N1/2) B17(1/2)
log(z) log(B1)

Tabla 2. Ejemplos de funciones complejas y la definicion de C1.
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En la Figura 6 podemos apreciar la gréfica de las funciones f(z)=z+1/z y f(z)=2°+1, las cuales
fueron creadas usando 1200 puntos.

Figura 6. Las funciones f(z) = z + 1/z (izquierda) y f(z)=z°+1 (derecha).

El esquema HSL funciona bastante bien y resulta de gran utilidad en la mayoria de los casos,
pero tiene algunas limitaciones debido a que algunas veces es dificil identificar con precision los ceros
0 polos como se muestra en la Figura 7. Sin conocer la expresion que define la funcion f y observando
solamente la imagen, resulta muy complicado precisar donde se encuentra el cero de la funcién, dado
que este se encuentra oculto por toda una region oscura a la derecha de la imagen.

Figura 7. La funcion f(z)= (z-1)/(z%+z+1) posee un cero en z,=1y dos polos z,=(-1+iV3)/2 y z,=(-1-i\3)/2.

2.2. Dominio coloreado mejorado: Esquema HSV

Una manera de mejorar la representacion de funciones complejas usando el método de dominio
coloreado es ajustando las funciones que definen el matiz, la saturacién y la luminosidad. Por
supuesto, también se puede elegir el esquema de coloracién HSV (del inglés Hue, Saturation, Value —
Matiz, Saturacion, Valor), también Ilamado HSB (Hue, Saturation, Brightness — Matiz, Saturacion,
Brillo). La eleccion del esquema HSL o HSV depende de las preferencias personales. En esta seccion,
y en adelante, usaremos el esquema HSV para representar funciones complejas en el plano.
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Retrato de fase: ¢Qué sucede si quitamos el médulo [f(z)| y consideramos Gnicamente el color
del argumento? La imagen que obtenemos, la cual llamaremos retrato de fase, es la que se muestra en
la Figura 8 para la funcion f(z)=(z-1)/(z*2+z+1).

Figura 8. Retrato de fase para la funcion f(z) = (z-1)/(z*+z+1).

En esta imagen podemos observar facilmente el cero y los dos polos. Pero todavia no podemos
diferenciarlos entre ellos. Para dar mayor precision al retrato de fase podemos agregar el modulo [f(z)|
pero definido usando una escala logaritmica (logaritmo en base 1.5) y una funcion escalonada para
crear curvas de nivel de |f(z)| como se muestra en la Figura 9.

Figura 9. Retrato de fase con curvas de nivel del médulo def(z) = (z-1)/(z°+z+1).

Con este efecto se puede diferenciar entre el cero y los polos. Para lograr esto utilizamos las
funciones para el esquema HSV definidas como:

H(X, y) = (n -atan2(y,-x)) / (2x)
S(x,y)=1
V(x,y) =log(1.5, sqrt(x*2 + y*2) 5) / 5 - floor(log(1.5, sqrt(x"*2 + y*2) 5)) / 5 + 0.8

De manera similar podemos dibujar las curvas de nivel de la fase de f, ver Figura 10.
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Figura 10. Retrato de fase con curvas de nivel de la fase de f(z) = (z-1)/(z>+z+1).
Este efecto se obtiene usando las funciones:
H(x, y) = (n -atan2(y,-x)) / (2x)
Sx,y)=1
V(X,y)=1/3 (18(xn - atan2(y,-x)) / (2x) - floor(18(x - atan2(y,-x)) / (2x))) + 0.7

Obviamente podemos combinar ambos efectos como se muestra en la Figura 11.

Figura 11. Retrato de fase con curvas de nivel del médulo y la fase.

3. Sugerencias didacticas del método de dominio coloreado

El método de dominio de coloreado puede ser muy Util para analizar el comportamiento de
funciones complejas. En mi experiencia, utilizo este método en mis clases para que los estudiantes
analicen funciones complejas interpretadas como transformaciones y también para visualizar ceros de
polinomios complejos, funciones trigonométricas o racionales.
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3.1. Estudio de singularidades

Una gran ventaja del uso del método de dominio coloreado es que los estudiantes tienen la
oportunidad de visualizar las singularidades de funciones complejas. Sabemos que las singularidades
se pueden clasificar usando series de Laurent. Existen al menos tres casos: singularidad de orden m,
singularidad removible (o evitable) y singularidad esencial. Las imagenes en la Figura 12 muestran las
representaciones de las funciones:

f(z) = Sinzll(z), con singularidad de orden 3,

f(2) = 1"CZ°ZS(Z), con singularidad removible y

f(z) = exp(1/z), con singularidad esencial.

Un andlisis cuidadoso puede dar una idea intuitiva del significado de singularidad en cada caso.

Figura 12. Singularidad de orden 3 (izquierda), singularidad removible (centro) y singularidad esencial
(derecha).

3.2. Curvas de nivel de las componentes real e imaginaria de una funcién compleja

Otra ventaja del método de dominio coloreado es la facilidad para graficar curvas de nivel.
Recordemos que la funcion compleja se puede escribir como f(z) = u(x,y) + iv(x,y), donde u(x, y)
y v(x,y) es la componente real e imaginaria, respectivamente. Con un ajuste de las funciones que
definen el esquema HSV, podemos graficar las curvas de nivel de las funciones u(x,y) y v(x,y)
como se muestra en las imagenes de la Figura 13.

Si la funcion f(z) representa un campo magnético, las curvas de nivel de u(x, y) representan el
potencial eléctrico, mientras que las curvas de nivel de v(x,y) representan las lineas de flujo del
campo magnético (ver imagen izquierda en la Figura 13).

Por otra parte, si la funciénf (z) representa un campo de velocidad de flujo de un fluido sin
viscosidad en dos dimensiones (independiente del tiempo), la componente real es llamada potencial de
velocidad y la imaginaria se denomina funcion de flujo. Las curvas de nivel de u(x, y) representan el
potencial de flujo y las de v(x, y) representan las lineas de flujo del fluido (ver imagen derecha en la
Figura 13).
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Figura 13. Curvas de nivel de la componente real e imaginaria de las funciones f(z) = log((z-1)/(z+1))
(izquierda) y f(z)=z+1/z (derecha).

Observemos que también las imagenes de la Figura 13 se incluyen las curvas de nivel (en
blanco) del modulo [f(z)|. Las tres curvas combinadas se definen con las siguientes funciones:

H(x, y¥) = (n -atan2(y, -x)) / (2r)
S(X, y) = sqgrt(abs(sen(2x (log(2, sqrt(x"2 + y"2)) - floor(log(2, sgrt(x*2 + y*2)))))))

V(X,y) =0.5 (1 - S(x, y) + sqrt(sqrt(abs(sen(2x y) sen(2x x)))) + sqrt((1 - S(X, y) - sqrt(sqrt(abs(sen(2x
y) sen(2m X)))))? + 0.01))

4. Comentarios finales

Sin lugar a dudas el método de dominio coloreado tiene grandes ventajas para estudiar analisis
complejo. Es una herramienta muy poderosa para visualizar y analizar funciones, ceros de funciones,
singularidades, funciones multivaluadas, curvas de nivel del mddulo [f(z)| y de las componentes real e
imaginara y la lista continda. Incluso se puede utilizar con la finalidad de crear imagenes de arte
abstracto como las que se muestran en las Figuras 14 y 15. Estas imagenes estan disponibles en linea
el blog Bestiario Topolégico (ver Ponce Campuzano & Maldonado Aguilar 2018)

n

= (derecha).

z
1—
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Figura 15. Representacion de f(z)=exp(1-z%)-1 (izquierda), f(z)=(z-i)(z+1) (centro) y f(z)=\(1-z%) (derecha).

Por supuesto, este método también tiene algunas desventajas. Una desventaja obvia es para
aquellos quienes no pueden percibir toda la gama de colores de los esquemas HSL o HSV. Otra
desventaja, no tan obvia, es que por ejemplo los retratos fases no son apropiados para visualizar todas
las funciones complejas debido a que dos funciones diferentes pueden tener el mismo retrato de fase
cuando difieren solamente en su médulo. Claro que esta situacion se puede subsanar al restringirnos a
la clase de funciones holomorfas (o analiticas), es decir, funciones que se definen sobre un
subconjunto abierto U del plano complejo C, que ademas son diferenciables en cada punto de U.

Espero que el método de dominio coloreado y los pasos descritos en este articulo para
implementarlo con GeoGebra sean de utilidad para todos aquellos interesados en el estudio del analisis
complejo. Existe todavia un gran camino de exploracion y descubrimiento matematico, por ejemplo, el
lector puede experimentar definiendo otro tipo de funciones para los esquemas de HSL o HSV. Las
posibilidades son ilimitadas.
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